中国科学院研究生院

数学学科 硕转博资格考试综合笔试
考试大纲

二级学科：基础数学
考试科目：分析学 

考试时间：180分钟
-----------------------------------------------------------------
考试形式：基础数学专业硕转博资格考试综合笔试试卷涵盖了基础数学专业研究生的所有课程，试卷分为《分析学》（包括实分析、复分析和泛函分析）、《代数学》、《几何与拓扑》（包括代数拓扑、微分流形和微分几何）三门试卷。考试前，考生在导师指导下选定一张试卷，总分为150分。
I.分析学

一、考试内容
（一）复分析
第一章  正规族与黎曼映照定理
第1节  Montel定理，Hurwitz引理
第2节  黎曼映照定理的证明
第3节  素端与边界对应
第4节  多边形区域的黎曼映照，矩形的黎曼映照与椭圆积分
第5节  二连通区域的分类
第二章  映射的提升与解析函数的单值性定理
第1节  同伦曲线与基本群简介
第2节  解析函数的单值性引理
第3节  同伦与同调形式的柯西定理
第4节  映射的提升，全纯覆盖映射，模函数，Picard小定理
第三章  广义Schwarz引理及其应用
第1节  Schwarz引理的几何解释，Schwarz-Pick引理
第2节  一般区域上的Poincare度量
第3节  单位圆盘上Poincare度量的微分几何，非欧几何简介
第4节  广义Montel定理与Picard大定理
第5节  Ahlfors的Schwarz引理，复平面上负曲率度量的不存在性
第四章  调和函数
第1节  调和函数的基本性质
第2节 Dirichelet问题与Perron方法
第3节 Green函数
第4节 多联通区域的典范表示
参考书目：
1． 李忠，复分析导引（北京大学数学教学系列丛书），北京大学出版社，2004。
2． Lars V. Ahlfors，复分析，机械工业出版社。
（二）实分析 
1. 测度理论：（抽象）测度、集系、可测集逼近、可测函数、Lusin定理、Egorov定理，积分与收敛定理、乘积集与Fubini定理，Lebesgue测度、Vitali和Besicovitch覆盖定理、Radon测度的微分和Lebesgue分解、微分定理、近似连续性，Riesz表示定理、（测度、函数及[image: image2.png]


中的）弱收敛。
2. Hausdorff测度：定义和基本性质、等直径不等式，与Lebesgue测度的关系、密度， Housdorff测度与Lipschitz映射、Lipschitz函数的图像、球上的积分。
3. 面积和余面积公式：Rademacher定理，线性映射与Jacobi式，面积公式和变量替换公式及其应用，余面积公式和变量替换公式及其应用。
4. Sobolev函数：定义和基本性质、光滑函数逼近，乘积与链式法则、[image: image4.png]


与Lipschitz连续函数，Gagliardo-Nirenberg-Sobolev不等式、Morrey不等式，容量的定义和基本性质、容量与Hausdorff维数的关系。
参考书目：
Lawrence C. Evans, Ronald F. Gariepy, Measure Theory and Fine Properties of Functions, Revised Edition, Textbooks in Mathematics. CRC Press, Taylor & Francis Group, Boca Raton, FL, 2015. https://doi.org/10.1201/b18333 

（三）泛函分析 
泛函分析I
1. 赋范线性空间上的算子求导：Frechet-导和Gateaux-导；[image: image6.png]
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函数空间上泛函的求导。
2.  Hahn-Banach定理及其应用：Banach空间的直和分解等。 
3.  Banach空间的隐函数定理及其应用：连续性方法和Lyapunov-Schmidt约化方法。
4. 凸集和凸函数的基本性质。
5. 流形上单位分解的定义，以及如何构造m-维[image: image10.png]o — BT



流形上的单位分解。
6. 线性空间上的一族半范数生成的拓扑、Minkowski泛函与局部凸拓扑线性空间、Hausdorff局部凸拓扑线性空间、可度量化的局部凸拓扑线性空间的拓扑的关系；集合上使一族映射都连续的最弱拓扑的基本性质；弱拓扑，弱*拓扑；弱收敛的常用性质。
7.  Banach-Alaoglu-Bourbaki定理和Kakutani定理。
8. 紧算子谱的Riesz-Schauder理论

参考书目：
1． J.B.Conway, A Course in Functional Analysis, GTM96, Springer-Verlag, 1985
2． 张恭庆，郭懋正， 泛函分析讲义，北京大学出版社，1990。
泛函分析II

1． 含单位Banach代数中算子的谱，谱半径；
2． 含单位Banach代数中算子的解析函数演算；
3． 含单位交换Banach代数/C*-代数的Galfand变换；
4． 含单位C*-代数中正规算子的连续函数演算；
5． C*-代数中自伴元、酉元、正元、投影、部分等距的基本性质；
6． C*-代数的*-表示及GNS-构造；
7． Hilbert空间上闭算子、对称算子、正规闭算子的基本性质；
8． Hilbert空间上正规（闭）算子的谱定理，闭算子的极分解定理.
参考书目：

1．W. Arveson, A Short Course on Spectral Theory, GTM209, 2002. 
2．J. B. Conway, A Course in Functional Analysis, GTM96, Springer-Verlag, 1985.
3．J. Dixmier, 谱理论讲义（第二版），高等教育出版社，2013.

4. M. Einsiedler, T. Ward, Functional Analysis, Spectral Theory, and Applications, GTM 276, 2017.
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